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Análisis Funcional. Examen X

Ejercicio 1 (7 puntos). Se considera el operador lineal T : c0 → c0 definido por

T (x)(k) =
k

k + 1
x(k) ∀k ∈ N, ∀x ∈ c0

a) [3 puntos] Demuestra que T es continuo y ∥T∥ ⩽ 1.

b) [3 puntos] Demuestra que ∥T∥ = 1.

c) [1 punto] Demuestra que T no alcanza su norma.

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea H un espacio de Hilbert, sea u ∈ H con u ̸= 0 y sea

M = {x ∈ H : ⟨x, u⟩ = 0}

para cada x ∈ H:

a) [2 puntos] Demuestra que

dist(x,M) =
|⟨x, y⟩|
∥u∥

b) [1 punto] Demuestra que existe un único punto y ∈ M tal que dist(x,M) =
∥x− y∥ y calcula ese punto.
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Ejercicio 1 (7 puntos). Se considera el operador lineal T : c0 → c0 definido por

T (x)(k) =
k

k + 1
x(k) ∀k ∈ N, ∀x ∈ c0

a) [3 puntos] Demuestra que T es continuo y ∥T∥ ⩽ 1.

Recordamos que teńıamos la norma:

∥x∥ = sup
n∈N

|x(n)|

Si x ∈ c0 y k ∈ N tenemos que:

|T (x)(k)| = k

k + 1
|x(k)| ⩽ |x(k)| ⩽ ∥x∥

Por lo que:
∥T (x)∥ = sup

k∈N
|T (x)(k)| ⩽ ∥x∥

de donde ∥T∥ ⩽ 1.

b) [3 puntos] Demuestra que ∥T∥ = 1.

Si consideramos la sucesión de sucesiones:

xn(k) =

{
1 si k ⩽ n
0 si k > n

Tenemos entonces que ∥xn∥ ⩽ 1 ∀n ∈ N, aśı como que:

∥T (xn)∥ = sup
k∈N

∣∣∣∣ k

k + 1
xn(k)

∣∣∣∣ = máx
k∈{1,...,n}

∣∣∣∣ k

k + 1

∣∣∣∣ = n

n+ 1
∀n ∈ N

Y vemos que {∥T (xn)∥} = {n/n+1} → 1, por lo que ha de ser ∥T∥ = 1.

c) [1 punto] Demuestra que T no alcanza su norma.

Supuesto que existe x ∈ c0 de forma que ∥x∥ ⩽ 1 y ∥Tx∥ = 1, tenemos:

1 = ∥Tx∥ = sup
k∈N

∣∣∣∣ k

k + 1
x(k)

∣∣∣∣ = sup
k∈N

(
k

k + 1
|x(k)|

)
Y como x → 0, para ε = 1/2 existe m ∈ N de forma que:

|x(k)| < 1

2
∀k ⩾ m

De donde:

1 = sup
k∈N

(
k

k + 1
|x(k)|

)
= máx

{
máx

k∈{1,...,m−1}

(
k

k + 1
|x(k)|

)
, sup
k⩾m

(
k

k + 1
|x(k)|

)}
Pero:

supk⩾m

(
k

k+1
|x(k)|

)
⩽ 1/2.
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y tenemos que k|x(k)|/k+1 < 1 para k ∈ {1, . . . ,m− 1}.

Por lo que hemos llegado a una contradicción.

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea H un espacio de Hilbert, sea u ∈ H con u ̸= 0 y sea

M = {x ∈ H : ⟨x, u⟩ = 0}

para cada x ∈ H:

a) [2 puntos] Demuestra que

dist(x,M) =
|⟨x, u⟩|
∥u∥

b) [1 punto] Demuestra que existe un único punto y ∈ M tal que dist(x,M) =
∥x− y∥ y calcula ese punto.
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